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(see Table 2). Calculations were not  performed for 
a /uminium since its rocking curve showed the existence 
of two peaks in the mosaic block dis t r ibut ion a few 
minutes  of arc apart .  

Tal)le 2. 

[(N--N'(O))/N] × 100 
Interfering for copper (111) 

reflecting planes Measured Calculate.d 

( I I 5) (333) (:224) (224) 14.5 17.5 
(ll3) (004) 23.5 21.5 (23.0) 
(1.33) (.313) 13.0 13.0 
(222) 9"4 11"4 

Calculated values obtained using equation (16). Values in 
brackets for (113) and (004) obtained by graphical inter- 
gration of equations (12) and (13). 

Final ly it should be pointed out  t ha t  the densi ty 
()f inverted peaks and their  magni tude effectively 

i)rohibit the use of the crystal  m<moehromator for 
precise measurements  of neut ron spectra. There would 
appear  to be no simple valid method of correcting for 
these effects. Suitable choice of reflecting plane and 
plane of reflection could result in a reduction of the 
number  of peaks observed. 
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(Refu le 2 aw'il 1960) 

The asyml)totic form of the intensity scattered by an assembly of filiform particles is determined 
for large values of s and the geometrical parameters it (tepends on are given. 

The influence of certain types of configuration on this asymptotic behaviour is discussed. 

I n t r o d u c t i o n  

Le problbme math6mat ique  que nous t ra i tons  ici nous 
a 6t6 sugg6rd par l 'analyse de donndes expdrimentales,  
t an t  de diffusion centrale des rayons X, que de dif- 
fusion de la lumibre, obtenues avec des solutions de 
particules longues et rigides, n o t a m m e n t  d 'acide dds- 
oxyribonucldique et de certains polypeptides de syn- 
th6se. Bien souvent,  en effet, nous avons constatd 
d 'une par t  que la fonction i(s) expdrimentale a, pour 
.~' grand, la forme typique  de bgtonnets:  

i ( s )  = K s - ~  (1) 

(K est une constante,  s = 2  sin 0 . ) -1 ,  20 6tant  l 'angle 
de diffusion), mais d 'au t re  par t  que l '6cart  entre i(s) 
et sa forme asylnpto t ique  Ks -~ devient  parfois im- 
por tan t  £ mesure que i 'on se rapproche des peti tes 
valeurs de s. 

Or on salt que si un dchanti l lon est formd de b'£ton- 
nets longs eL rigides, i(s) admet  un ddveloppement  
asympto t ique  dont  le premier terme, d 'ordre s -~, ne 
d6pend que de leur masse lindaire spdcifique (Kratky,  
1956; Luzzati ,  1960). Nous nous sommes proposd 

d 'dtendre ee d6veloppement  asympto t ique  en d6ter- 
minan t  les parambtres s t rue turaux dont  ddpendent  les 
termes d 'ordre supdrieur "£ s--1. Pour eela nous avons 
ehoisi un modble plus g6ndral que eelui des b£tonnets ,  
mais dans lequel la mat.ibre est. t.oujours distribu6e 
uniformdment  le long d 'un  ill. 

Ce modble est analogue ~ la ~worm-like chain '  dont  
]?orod (1(,t49) s'est servi pour t r a i t e r  un problbme 
analogue £ eelui que nous nous proposons de rdsoudre 
iei: nous diseuterons plus loin ses rdsultats. 

Bien que le t r a i t ement  math6mat ique  soit formul6 
iei dans le cas de la diffusion des rayons X, il s'ap- 
plique 6galement '~ la diffusion de la lumi6re. 

T r a i t e m e n t  m a t h 6 m a t i q u e  

Nous admet tons  dans la suite que toute  la matibre 
de l 'dchanti l lon est localisde dana un ou plusieurs 
f i laments  de dimensions transversales ndgligeables, 
dont  la masse spdcifique lindaire est pa r tou t  la m6me. 
L est la longueur tota le  des f i laments  de l '6chantil lon,  
M leur masse ( t t = M / L ) .  Nous supposons en outre 
que l 'dehanti l lon est isotrope. 
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i(s) et p(r) rep%sentent respectivement l'intensit6 
et la fonction de Patterson de l'ensemble de l%chan- 
tillon (Luzzati, 1957)" ces deux fonctions sont li6es 
par la transformation: 

f 
Oo 

si(s) = 2 rp(r) sin 2 z r s d r .  (2) 
0 

Dans le cas d 'un 6chantillon filiforme on peut ex- 
primer p(r) en fonction de la longueur moyenne 2(r) 
des segments dc filament contenus £ l 'int6rieur d'une 
sphbre de rayon r, dont le centre est choisi au hasard 
sur le filament. En effet (Fig. 1): 
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Fig. 1. C o n s t r u c t i o n  g 6 o m 6 t r i q u e  r e l a t i v e  h l ' 6qua t i on  (3). 

l.r 
4 ~  IoR p(R) d R  = = (3) 

d'ofi on obticnt" 
4~r2p(r) = ~ A ' ( r ) .  (4) 

Pour calculer i(s) (2) il convient de ddvelopper A'  (r) 
cn sdrie de puissances de r: 

A '  (r) = A '  (0) + r A "  (0) + . . . .  (5) 

I1 est 6vident (voir 2) que A'  (0)=2L. On peut ainsi 
ddcomposer (5) en dcux parties: 

A '  (r) = 2L + re (r) (6) 
o h  

1 . ~ . A  t t t  ~(r) = A"  (0) + e-... (0) + . . . .  (7) 

,si(s) (2) devient 

s i (s )=2 ( # 2 / 4 ~ ) ( A ' ( r ) / r ) s i n 2 ~ r s d r  
0 

= - -  2 g ( s i n 2 x r s / r ) d r +  s(r) s i n 2 ~ r s d r  . (8) 
2~ o o " 

La premiere intdgrale de (8) est COlmUe: 

f ~ (sin 2 u r s / r ) d r =  ½~. (9) 
0 

On peut d6velopper la deuxi6me int6grale en sdrie 
de puissances de s -1 par des intdgrations par parties 
r6it6rdes (Soulc, 1957): 

IOO 

f e(r)sin 2~zrsdr=(e(O)/2zes)+(e"(O)/(2rgs)a)+ 

(10) 

En remplagant dans (8) les valeurs tir6es de (7), 
(9) et (10) on obtient" 

1 A "  (0_) 1 A .... (0) 1 } 
+ . . . .  

3---~ OO 

Le premier terme de ce d6veloppement est celui 
relatif £ un b£tonnet long et rigide (voir 1). Les termes 
suivants sont tous pairs et d6pendent chacun de la 
valeur £ l'origine d'une d6riv6e d'ordre pair deA(r)" 
pour n' importe quelle configuration de l'ensemble des 
filaments on peut ainsi d6terminer le d6veloppement 
asymptotique de i(s) en analysant la forme de A(r)  

l'origine. 
Nous effectuons ci-dessous cc calcul dans certains 

cas simples. 

l) Le f i lament  a une forme sinueuse, sans interrup- 
tions, articulations, croisemcnts ou autres accidents. 

Si C(R) est le rayon de courbure au point R, la 
wdeur dc 2R(r), pour r petit est: 

U l l , 3  r = 2 r +  + . . . .  2a(r) = 4C(R) arcsin ,_2c(R) 6C2(R) : 

et A(r) devient: (12) 
?,3 

off les moyemles sont prises pour tous les points du 
filament. 

A(r) (13) est role fonction impaire: routes see 
d6riv6es d'ordre pair, au point r = 0 ,  sont nulles. Dans 
ce cas le ddveloppement asymptotique de i(s) (voir 9) 
s'arr~te au premier terme en 8 --1. 

1 
i(s) = M t t  ~ .  (14) 

2) Le f i lament  est brisd en segments sdpards et indd- 
pendants. 

Si Aoo(r) est la fonction A(r)  relative "£ un filament 
infiniment long, et si Ae~(r) est la contribution d'une 
extrdmit6 libre £ A(r),  on a: 

A(r)  = Ac~(r)+.Z A~j(r). (15) 
i 

Calculons l'expression de A v ( r  ) pour r petit  (voir 
Fig. 2)" 

/ \ 
/ \ \ 

/ ',\t- 
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Fig. 2. C o n s t r u c t i o n  g 6 o m 6 t r i q u e  r e l a t i ve  ~ l ' 6 q u a t i o n  (16). 
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A e 1 ( r ) = -  I i x d x - = - r ~ / 2 .  (16) 

S ine  est le nombre  d 'extrdmit6s libres qui existent 
dans l '6chantil lon, (15) et (11) deviennent :  

A(r)  = Aoo(r) - n~r2/2 . (17) 
r---> O 

i(s) = M/~[(1 /2s ) - (n~/L) (1 / (2~s)2)] .  (18) 
$--~  o o  

3) Le f i lament  est coud~ a des points anguleux: 
Si / l a i ( r )  est la contr ibution d 'un  point anguleux '~ 

A(r),  on peut  dcrire (pour r petit)" 

A(r) = A~(r )  + Z Aaj(r) . (19) 
r---~ O 1 

On peut  d6composer chaque terme Z']aj(r) en une 
partie ndgativc, due aux interruptions des segments 
(voir ci-dessus) et en une partie posisive, qui t ient  
compte des distances d 'un  point d 'un  scgment £ un 
point  du segment suivant  (voir Fig. 3). 

, /  \ ,  

/ ,,r \ 

'\, 
" x \ ~ .,,,... - ,  

I' ~ I _ 

' \  \ . ~. ` - .  ' \  

Fig. 3. Construction gSomStrique relative aux 
6quations (20) et (21). 

l" 
~ ' l a . j  = - r " + 2  ~ y d x .  (20) 
r--->[) d 

L'intd.gralc dc (20) cst 5galc '~ la surface hachurde 
de la Fig. 3, divisde par sin ~;; on a donc: 

A a j ( r ) = r " ( -  1 + ( ~ / s i n  ~))=r"q~a(~j)  . (21) 
r---> 0 

i ( s )=  Mp[( l / 2 s ) -F (2 / (2~s )2 ) (1 /L )2  ~ q~a(Sj)}. (22) 
g---~ OO ]" 

Si les angles uj  sont distribu6s au hasard,  on peu~ 
remplacer  Cfa(~Xj) par sa valeur moyenne:  

o~ 

~ a = l l o C f a ( ~ ) s i n a d o ; = ( ~ 2 / 4 ) - I  (23) 

et on obtient:  

i ( s ) =  M/~{( l /2s )+2n,~a/[ (2~s)eL]}  (24) 
8---~ OO 

Oh na est le nombre  de points anguleux que contient 
l '6chantillon. 

4) Deux f i laments  se croisent" 
La contr ibution '£ A(r) des segments qui vont  d 'un  

f i lament  '£ l 'autre  est (voir Fig. 4)" 

t' 
Ac~(r) = 4  ~ z d x .  (25) 

r - - ~ O  ,v 

L'intdgrale (25) est dgale ~ la surface hachurde de 
la Fig. 4, divis6e par  sin a j  

A~i(r)=2re (u/sin ~j)=r2~vc(~j).  (26) 
r - - > O  

~o .~.. -~_i =.. ~ 

i 
• . ' "  (Zj 

Fig. 4. Construction gdom6trique relative aux 
6quations (25) et (26). 

En admet t an t  quc les angles a j  sont distribu6s au 
hasard et que l '6chanti l lon contient nc point  de 
croisement, on obtient  (voir ci-dessus)" 

Ac (r) = n c C p c r  2 = n ~  2 r e . (27) 
r---> O 

i(s) = M / u { ( 1 / 2 s ) + ( 2 n . C f . / ( 2 ~ s ) 2 L ) } .  (28) 
8-->CO 

Pour un 6chantil lon filiforme qui contient ne extrd- 
mitds libres, na points anguleux et nc points de croise- 
ment,  le dgveloppement asymptot ique  de i(s) a la 
forme : 

i(s) = M  /~{(1/2s)+(1/(2~s) 2) 
8--'-~ 0 0  

nCt ~C 

[ - n e + 2  ~ ' c fa (~ j )+2  ~'cfc(flj)]/L} . (29) 
j=l ]=1 

Si 0¢ et fl ont toutes les valeurs au hasard:  

i(s) = Mp,{(1/2s) +(1/(2~s) 2) 
8 - - > 0 0  

[ -ne+2 ,94n~+19 ,75nc] /L}  . (30) 

Toutes les configurations considdrdes ci-dessus ont 
une influence seulement sur le terme en s-2: pour 
qu 'apparaissent  des termes d'ordre supdricur, il fau- 
drait  envisager des types de configurations plus com- 
plexes. 

R e m a r q u e s  et d i s c u s s i o n  

On peut vdrifier les 6quations obtenues ci-dessus en 
analysant  le ddveloppement asymptot iquc relatif h 
quclques modbles pour lesquels la fonction i(s) a une 
forme mathdmat ique  connue. 

Un b~tonnct isold est un des cas les plus simples; 
si m est sa masse, 1 sa longueur, on a (Guinier & 
Fournet,  1955, p. 20). 

i(s) = m#[(Si  (2~ls)/7ts) - (sin 2 (~ls)/l(7es)2)] (31 ) 
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off l "  

Si(x)  = \ sin t / td t .  (32) 
,'0 

Le d6ve loppcmen t  a s y m p t o t i q u c  de (31) 

i(s) = m /.t [(l/2s) -- (2/(27ts)21)] (33) 

cst celui de l ' 6qua t ion  (18), oh n e = 2 .  
Un modble plus dial)or6 est celui d 'unc  chaine  de 

bg tonne ts  h a r l i cu la t ions  librcs, pour  lcquel H e r m a n s  
& H e r m a n s  (1958) on t  calcul6 r6ccmment  l ' express ion 
exacte  de i(s). 

Si la chalne  est form6e de N bg tonnc t s  ident iqucs  
d(mt la masse est m e t  la longueur  l, on a ( x=  nls). 

;(x) = me{N[ (S i2x /x )  -- (sin e x/x2)] 

+ 2 [(Si 2x, 2x) ]'-' 

NI l  - (sin 2x/2.c)] - 1 + [ ( s in  2x/2x)I v - ' l  
x [i  iZ(sin-V2x/2.r.)] U ..... f .  (34) 

Si dans  (34), on fa i t  t endre  x vcrs l ' infini ,  on obt ien t  • 

i(x) = .,~ { N [ ( ~ / 2 . ) -  (,/2x~)] + (~/Sx~)(~V - l ) }  
. r - - ~  ( x )  

i(s) = M / t { ( 1 / 2 s ) + [ - 2  + ( N -  l) (~Te-~-2)]/(2,~s)2Nl}. 
.~-~o (35) 

(35) est iden t ique  .h (24), car la chMne cont icn t  N -  1 
points  d ' a r t i cu l a t i on  (n,a) et 2 extrdmit6.s libres. 

II est in tdressan t  de compare r  les rdsul ta ts  ob tenus  
par  les calculs prdcddents,  aux  conclusions quc Porod 
(1949) a tir6es de l '6 tude  de la 'worm-l ike  chain ' .  
Cct te  chaine  est formde pa r  une d i s t r ibu t ion  r6guli&'e 
(le mati&'e lc hmg d ' un  f i l ament ,  sans in tdr rupt ions ,  
a r t i cu la t ions ,  ou croiscments.  Ce f i l amen t  peu t -&re  
caract&'is6 i)ar sa flexibilitd, quc Porod  a i n t rodu i t c  
sous forme d 'unc  param6t re ,  la l(mgueur de persis tance.  

Porod  admct ,  sans en avoi r  donn6 une d6mons t ra -  
l ion  r igourcuse,  que lorsque s croit,  on passe d 'une  
al lure  en s -2 carac t6r is t ique  de la chMne de Gauss 
(Benoi t  & ~Vcill, 1957) g une al lure cn ,s ' ' ,  t yp iquc  
d ' un  bg tonne t  rigide,  ct  quc la va leur  de s I)our 
laquel le  s 'effectue la t r ans i t i on  en t re  les coinportc-  
mcn t s  on s -2 ct  s -1 pe rme t  de dd te rmincr  la la rgeur  
de pcrsis tancc.  

E n  u t i l i s an t  les parambt rcs  in t rodu i t s  dans  cc 
t rava i l ,  il convien t  de caractdr iser  la 'worm-l ike  chain '  
par  la d i s t r ibu t ion  du r ayon  de courbure  C(R) le long 
du f i l ament .  

Dans  la rdgion de s oh le p rodu i t  (~.s est g r and  
d e v a n t  ]'uniff,, nous avons  mont r6  que le comporte-  

m e n t  a s y m p t o t i q u e  de i(s) est en s -1, en bon accord 
avec Porod" il f au t  cependan t  que les d imcnsions  
t ransversa les  du bg tonne t  soient  ndgligeables devan t  
s -1. Nous avons  vu, d ' au t r e  par t ,  que lorsque la cha~ne 
a une forme sinueuse, le ddve loppcmen t  a s y m p t o t i q u e  
de i(s) n ' a d n l c t  pas de t e rme  en s -e. Un te rme  de 
cet te  forme ne peu t  6tre observable  exp6r imenta le-  
men t  quc dans  la rdgion off s -1 est g r and  d e v a n t  le 
r a y o n  de courbure  m o y e n  dc la cha~ne. E n  effet, pour  
que le c o m p o r t e m e n t  de la cha~ne puisse &rc  considdr6 
comme Gaussien, il est ndcessaire quc le r a y o n  r de la 
sphbre quc nous avons  in t rodu i t e  au  d6but  de cc 
mdmoire  soit suf f i sanmmnt  g rand  d e v a n t  le r a y o n  de 
courbure  moyen  dc la chaine,  pour  que celle-ci puisse 
s 'y  rcplier.  

Ces dcux condi t ions  ((~.s :~> 1) ct  (C.s  << 1) sont  
cont rad ic to i res :  il semble donc peu vra i semblab le  que 
ia rdgion oh l ' a l lure  dc i(s) est celle d ' u n  b g t o n n e t  
rigide, puisse &re  contigu6 au doma ine  off i(s) a l c  
c o m p o r t e m e n t  qui correspond ~'~ une chaine de Gauss. 

II cst donc possible que lcs rdsul ta ts  prdsent6s pa r  
K r a t k y  et  ses co l labora teurs  (1956) '£ l ' appu i  du 
modble 'worm-l ike '  puisscnt  s 'interpr(~ter par  des con- 
f igura t ions  f i l i formes du tyt)c de celles que nous avons  
consid&'dcs dans  ce mdmoire.  

On peut  prdciser cet te  discussion en r cvenan t  h 
l ' excmplc  de la chaine de b'£tonnets.  Nous avons  donnd 
(voir 35) lc ddve loppement  a s y m p t o t i q u e  de i(s) dans  
la rdgion off Is ;~- 1. Dans  ia r("gion off Is < 1, si l 'on 
a d m e t  que N est grand,  i(s) (34) a la forme:  

i (s) = rn'~ { N  + 2[N(2x2/3) - 1 + ( s i n  2x/2x)'V-a]/ (2xe/3 ) 'z} 

(36) 

qui est celle d 'une  chaine  de Gauss (Hermans  & Her- 
mans ,  1958), et  a d m e t  un d&~eloppement a s y m p t o t i q u c  
e n  S-2 .  

i(s) = ('m"/le)N(3/,'~",~2) . (37) 
S --) ,-  OG 
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